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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a classificação de subvariedades completas tipo-espaço Mn

num espaço de De Sitter Sn+p
p (c) com n ≥ 3 tal que n(n − 1)r = k′H em que r denota

a curvatura escalar normalizada, H 6= 0 é a curvatura média e k′ > 0 é uma constante.

Admitimos também que o vetor curvatura média normalizado é paralelo e a curvatura

média H atinge o seu máximo sobre Mn. Nessas condições, provamos que Mn é totalmente

umbílica ou isométrica ao cilindro hiperbólico H1(sinh r) × Sn−1(cosh r).

Palavras chave: subvariedades tipo-espaço, espaço de De Sitter, curvaturas escalar e

média, totalmente umbílica.
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Abstract

This dissertation, we study the classification of complete space-like submanifolds Mn

in a De Sitter space Sn+p
p (c) with n ≥ 3, such that n(n − 1)r = k′H, where r is the

normalized scalar curvature , H 6= 0 is the mean curvature and k′ > 0 is a constant. We

assume also that the normalized mean curvature vector is parallel and the mean curvature

H obtains its maximum on Mn. These conditions, we prove that Mn is totally umbilical

or isometric to a hyperbolic cylinder H1(sinh r) × Sn−1(cosh r).

Key words: space-like submanifolds, de De Sitter space, scalar and mean curvatures,

totally umbilical.
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Introdução

Considere Qn+p
p (c) uma variedade semi-riemanniana conexa de dimensão n + p com

curvatura constante c e índice p. Nesse caso, Qn+p
p (c) é chamada de forma espacial in-

definida de índice p (ou simplesmente forma espacial se p = 0). Seja Mn uma variedade

diferenciável imersa em Qn+p
p (c). Mn é dita ser tipo-espaço se a métrica induzida sobre

Mn for positiva definida.

Defina ξ como sendo o vetor curvatura média de Mn e denote por H = ‖ξ‖ a curvatura

média de Mn em Qn+p
p (c).

Se c > 0, então, Qn+p
p (c) é conhecido como Espaço de De Sitter e denotado por Sn+p

p (c)

em que

Sn+p
p (c) =

{

(x1, · · · , xn+p+1) ∈ Rn+p+1
p

/

−
p
∑

i=1

x2
i +

n+p+1
∑

j=p+1

x2
j =

1

c

}

.

Em 1977, Goddard [18] conjecturou que hipersuperfícies completas tipo-espaço no

Espaço de De Sitter Sn+1
1 (c) com curvatura média constante são totalmente umbílicas.

Em 1987, Akutagawa [2] provou que a conjectura de Goddard é verdadeira para os

seguintes casos:

1. n = 2 com H2 ≤ c;

2. n = 2 e M2 é compacta;

3. n ≥ 3 com H2 <
4(n − 1)

n2
c.

Em 1991, Cheng [11] estendeu o resultado de Akutagawa para subvariedades num

Espaço de De Sitter. Mais precisamente ele provou o seguinte resultado:



Introdução 2

Teorema 0.1. (Cheng [11]) Seja Mn uma subvariedade completa tipo-espaço em Sn+p
p (c)

com vetor curvatura média paralelo. Se

H2 ≤ c, para n = 2

ou

H2 <
4(n − 1)

n2
c para n ≥ 3,

então, Mn é totalmente umbílica.

Por outro lado, em 1990, Cheng [8] estudou hipersuperfícies tipo-espaço em Sn+p
p (c)

tal que a curvatura escalar n(n − 1)R é um múltiplo da curvatura média H por uma

constante k ≥ 0. Ele provou o seguinte teorema:

Teorema 0.2. (Cheng [8])

Seja Mn uma hipersuperfície completa tipo espaço em Sn+1
1 (c) com curvatura seccional

não negativa. Se a curvatura escalar r e a curvatura média H de Mn satisfazem r = kH,

em que k = const. ≥ 0 e H atinge máximo em Mn, então, Mn é isométrica ao Espaço

Euclideano Rn ou a Esfera Sn(c1), 0 < c1 < c.

Em 2006, seguindo essa linha de estudo Shu Shichang [29] provou o seguinte teorema:

Teorema 0.3. (Shu [29])

Seja Mn uma hipersuperfície completa tipo-espaço em Sn+1
1 (1) com n ≥ 3. Suponha

que exista uma constante k′ > 0 tal que n(n − 1)R = k′H em que R e H denotam

a curvatura escalar normalizada e a curvatura média, respectivamente. Se a curvatura

média H ≥ 0 atinge um máximo sobre Mn, então,

1. se H2 < 4(n−1)
n2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica.

2. se H2 = 4(n−1)
n2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica ou Mn é isométrica ao

cilindro hiperbólico H1(sinh r) × Sn−1(cosh r).

3. se 4(n−1)
n2 < H2 ≤ 1 em Mn e o quadrado da norma da segunda forma fundamental

‖h‖2 satisfaz ‖h‖2 ≤ nH2 + (B−
H)2 ou ‖h‖2 ≥ nH2 + (B+

H)2 em Mn, então, Mn é

totalmente umbílica ou é isométrica ao cilindro hiperbólico H1(sinh r)×Sn−1(cosh r),

em que B±
H são duas raízes reais do polinômio

PH(x) = x2 − n(n − 2)H
√

n(n − 1)
x + n(1 − H2). (1)
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Dentre outros, temos pelos textos de Liu [22] e Montiel [24] que hipersuperfícies com-

pletas tipo-espaço com curvatura média constante são dadas por

Mn = {p ∈ Sn+1
1 | p2

k+1 + · · · + p2
n+1 = cosh2 r},

com r ∈ R e 1 ≤ k ≤ n, em que R denota o conjunto dos números reais. Podemos provar

que Mn é isométrica ao produto riemanniano Hk(sinh r) × Sn−k(cosh r) de um espaço

hiperbólico k-dimensional e uma esfera (n−k)-dimensional de raios sinh r e cosh r, respec-

tivamente. Mn tem k curvaturas principais iguais a coth r e (n− k) curvaturas principais

iguais a tanh r. Portanto, a curvatura média é dada por nH = k coth r+(n−k) tanh r. Se

k = 1, o produto riemanniano H1(sinh r)×Sn−1(cosh r) é chamado de cilindro hiperbólico.

Em 2010, seguindo essa linha de generalização de resultados para o caso de subvarie-

dades, Cao e Shu [3] estenderam o Teorema 0.3 para o caso da codimensão ser maior que

1. Essencialmente, eles provaram o seguinte teorema:

Teorema 0.4. (Cao-Shu [3]) Seja Mn uma subvariedade completa tipo-espaço num espaço

de De Sitter Sn+p
p (c) com n ≥ 3. Suponha que existe uma constante positiva k′ tal que

n(n − 1)R = k′H, em que R é a curvatura escalar normalizada e H a curvatura média.

Suponha que o vetor curvatura média normalizado é paralelo e que H atinge seu máximo

em Mn. Então,

(1) se H2 < 4(n−1)c
m2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica.

(2) se H2 = 4(n−1)c
m2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica ou Mn é isométrica

ao cilindro hiperbólico H1(sinh r) × Sn−1(cosh r).

(3) se 4(n−1)c
m2 < H2 ≤ c em Mn e o quadrado da norma da segunda forma fundamental

‖h‖2 satisfaz ‖h‖2 ≤ nH2 + (B−
H(n, p,H))2 ou ‖h‖2 ≥ nH2 + (B+

H(n, p,H))2 em Mn,

então, Mn é totalmente umbílica ou Mn é isométrica ao cilindro hiperbólico H1(sinh r)×
Sn−1(cosh r), em que m2 = (n − 2)2p + 4(n − 1) e B±

H(n, p,H) são duas raízes reais

distintas do polinômio

PH(x) =
1

p
x2 − n(n − 2)

√

n(n − 1)
Hx + n(c − H2). (2)

Observação 0.5. No caso em que p = 1, como m2 = (n − 2)2p + 4(n − 1), segue que

m = n. Então, nesse caso o Teorema 0.4 se reduz ao Teorema 0.3 após considerar c = 1.
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Nesta dissertação, estudamos a demonstração do Teorema 0.4 visando entender os

fatos e resultados utilizados em cada etapa da sua demonstração. Nesse sentido, também

discutiremos conceitos e propriedades de Álgebra Linear, além de destacar importantes

resultados clássicos. Ressaltamos que o leitor deverá ter um certo conhecimento sobre o

Método do Referencial Móvel.



Capítulo

1

Subvariedades em formas espaciais

semi-riemannianas

Visando estabelecer importantes conceitos e propriedades, introduzimos algumas seções

que permitirão o entendimento da prova do resultado principal desta dissertação. Ressalta-

mos que as duas próximas seções foram baseadas em [7].

1.1 As três formas espaciais semi-riemannianas

Seja Rn+p
p um espaço vetorial real de dimensão n+ p munido com um produto interno

de índice p dado por

〈x, y〉 = −
p
∑

i=1

xiyi +

n+p
∑

j=p+1

xjyj,

em que x = (x1, · · · , xn+p) denota um vetor de Rn+p
p . Esse espaço vetorial definido dessa

forma é denominado espaço semi-euclideano e a sua curvatura é c = 0.

De maneira análoga, define-se variedades semi-riemannianas Sn+p
p (c) (com c > 0) e

Hn+p
p (c) (com c < 0), da seguinte forma:

Sn+p
p (c) =

{

(x1, · · · , xn+p+1) ∈ Rn+p+1
p

/

−
p
∑

i=1

x2
i +

n+p+1
∑

j=p+1

x2
j =

1

c

}

Hn+p
p (c) =

{

(x1, · · · , xn+p+1) ∈ R
n+p+1
p+1

/

−
p+1
∑

i=1

x2
i +

n+p+1
∑

j=p+2

x2
j =

1

c

}

.
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Cada uma dessas variedades é chamada de forma espacial indefinida de índice p.

Sn+p
p (c) é conhecida como espaço de De Sitter e Hn+p

p (c) é chamada de espaço semi-

hiperbólico.

Denotemos por Qn+p
p (c) essas três formas espaciais que são variedades semi-riemannianas

completas e conexas de índice p com curvatura constante c. Consideremos uma imersão

ϕ : Mn → Qn+p
p (c) em que Mn denota uma variedade diferenciável de dimensão n. Essa

imersão é dita tipo-espaço se a métrica de Qn+p
p (c) induzida sobre Mn for positiva definida.

Conforme dito na introdução, o resultado principal que demonstraremos está asso-

ciado a subvariedades tipo-espaço imersas em Sn+p
p (c), embora a maioria dos resultados

auxiliares serão provados para o caso geral Qn+p
p (c).

1.2 Preliminares

Seja Mn uma subvariedade conexa tipo-espaço em Qn+p
p (c). Podemos escolher um

referencial ortonormal local semi-riemanniano e1, e2, . . . , en+p definido em Qn+p
p (c) adap-

tado a Mn, ou seja, em cada ponto p de Mn tem-se que {e1, e2, . . . , en} é uma base para

o espaço tangente TpM
n. Utilizaremos a seguinte convenção padrão para os índices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n + p; 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n; n + 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n + p.

Visando não sobrecarregar a notação vamos sempre omitir a variação dos índices e res-

peitar rigorosamente o domínio estabelecido na convenção acima. Agora, considerando

o coreferencial dual {ω1, · · · , ωn+p} correspondente desse campo de vetores segue que a

métrica semi-riemanniana de Qn+p
p (c) é dada por

ds̄2 =
∑

A

εAω2
A, em que εi = 1 e εα = −1.

Então, as equações de estrutura de Qn+p
p (c) são dadas por

dωA =
∑

B

εBωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0,

dωAB =
∑

C

εCωAC ∧ ωCB − 1

2

∑

C,D

εCεDKABCDωC ∧ ωD,

KABCD = cεAεB(δACδBD − δADδBC).
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Agora, restringindo essas 1-formas a Mn, segue que

ωα = 0,∀α.

Então, a métrica riemmaniana de Mn é dada por

ds2 =
∑

i

ω2
i .

Como 0 = dωα =
∑

i

ωαi ∧ ωi, pelo lema de Cartan podemos escrever

ωαi =
∑

j

hα
ijωj, hα

ij = hα
ji. (1.1)

Denotemos por h a segunda forma fundamental de Mn. Então,

h =
∑

α,i,j

hα
ijωiωjeα.

Sejam ξ,H e ‖h‖2, respectivamente o vetor curvatura média, a curvatura média e o

quadrado da norma da segunda forma fundamental de Mn. Então, esses conceitos são

expressos, respectivamente, por

ξ =
1

n

∑

α

(
∑

i

hα
ii)eα, H = ‖ξ‖ =

1

n

√

∑

α

(
∑

i

hα
ii)

2, ‖h‖2 =
∑

α,i,j

(hα
ij)

2.

As equações de estrutura de Mn são dadas por

dωi =
∑

j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0,

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωki −
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl.

Usando as equações de estrutura, podemos obter a equação de Gauss

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) −
∑

α

(hα
ikh

α
jl − hα

ilh
α
jk). (1.2)
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As componentes do tensor curvatura de Ricci e a curvatura normalizada escalar R, são

dadas, respectivamente, por

Rjk = c(n − 1)δjk −
∑

α

(

∑

i

hα
ii

)

hα
jk +

∑

α,i

hα
ikh

α
ji,

n(n − 1)(R − c) = ‖h‖2 − n2H2. (1.3)

As equações de estrutura do fibrado normal de Mn são dadas por

dωα = −
∑

β

ωαβ ∧ ωβ, ωαβ + ωβα = 0,

dωαβ = −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ − 1

2

∑

i,j

Rαβijωi ∧ ωj, (1.4)

em que

Rαβij =
∑

m

(hα
imhβ

mj − hα
jmhβ

mi). (1.5)

A derivada covariante hα
ijk de hα

ij satisfaz

∑

k

hα
ijkωk = dhα

ij +
∑

k

hα
ikωkj +

∑

k

hα
jkωki −

∑

β

hβ
ijωβα. (1.6)

Assim, pela diferenciação exterior de (1.1), obtemos as equações de Codazzi

hα
ijk = hα

jik = hα
ikj. (1.7)

Analogamente, por meio da segunda derivada covariante hα
ijkl de hα

ij temos que

∑

l

hα
ijklωl = dhα

ijk +
∑

l

hα
ljkωli +

∑

l

hα
ilkωlj +

∑

l

hα
ijlωlk −

∑

β

hβ
ijkωβα.

Pela diferenciação exterior de (1.6) obtemos as fórmulas de Ricci, dadas por

hα
ijkl − hα

ijlk =
∑

m

hα
imRmjkl +

∑

m

hα
jmRmikl +

∑

β

hβ
ijRαβkl. (1.8)

O Laplaciano ∆hα
ij de hα

ij é definido por ∆hα
ij =

∑

k

hα
ijkk. Assim, de (1.7) e (1.8), obtemos

∆hα
ij =

∑

k

hα
kkij +

∑

m,k

hα
kmRmijk +

∑

m,k

hα
miRmkjk +

∑

k,β

hβ
ikRαβjk. (1.9)
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No caso em que o vetor curvatura média nunca se anula, ou seja, ξ 6= 0, segue que

en+1 =
ξ

H
é um campo normal de vetores definido globalmente em Mn. Nesse caso,

definimos ‖µ‖2 :=
∑

i,j

(hn+1
ij − Hδij)

2, ‖τ‖2 :=
∑

α>n+1

∑

i,j

(hα
ij)

2, que são funções que estão

definidas globalmente em Mn.

Vale a seguinte relação:

‖h‖2 − nH2 = ‖µ‖2 + ‖τ‖2. (1.10)

De fato,

‖µ‖2 + ‖τ‖2 =
∑

i,j

(hn+1
ij − Hδij)

2 +
∑

α>n+1

∑

i,j

(hα
ij)

2

=
∑

i,j

[(hn+1
ij )2 − 2Hhn+1

ij δij + H2δ2
ij] +

∑

α>n+1

∑

i,j

(hα
ij)

2

=
∑

i,j

(hn+1
ij )2 − 2H

∑

i,j

hn+1
ij δij + H2

∑

i,j

δ2
ij +

∑

α>n+1

∑

i,j

(hα
ij)

2

=
∑

i,j

(hn+1
ij )2 − 2H

∑

i

hn+1
ii + H2

∑

i

1 +
∑

α>n+1

∑

i,j

(hα
ij)

2

=
∑

α

∑

i,j

(hα
ij)

2 − 2H(nH) + nH2

= ‖h‖2 − nH2.

Definição 1.1. Um vetor η normal a Mn é dito paralelo no fibrado normal (ou simples-

mente paralelo) se ∇⊥η ≡ 0, em que ∇⊥ denota a conexão normal de Mn em Qn+p
p (c).

Observação 1.2. Se o vetor curvatura média ξ for paralelo, então, a curvatura média

H = ‖ξ‖ é constante.

De fato, como X〈ξ, ξ〉 = 2〈∇⊥
Xξ, ξ〉 e ∇⊥

Xξ = 0 para qualquer campo X de vetores

tangentes a Mn, segue que X〈ξ, ξ〉 = 0. Logo, 〈ξ, ξ〉 é constante donde conclui-se a

veracidade da afirmação.

Observação 1.3. Se o vetor curvatura média ξ 6= 0 é paralelo, então, o vetor curvatura

média normalizado
ξ

‖ξ‖ é também paralelo.

De fato, seja X um campo de vetores tangente a Mn. Pelas propriedades da conexão

normal ∇⊥ e pela observação anterior, note que

∇⊥
X

ξ

‖ξ‖ = ∇⊥
X

1

‖ξ‖ξ =
1

‖ξ‖∇
⊥
Xξ + X(

1

‖ξ‖)ξ = 0 + 0 = 0.
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A recíproca da Observação 1.3 nem sempre é verdadeira.

Observação 1.4. Se H 6= 0, escolhendo en+1 =
ξ

H
, segue da própria definição de ξ que

Hn+1 :=
1

n
trHn+1 =

1

n

∑

i

hn+1
ii = H, Hα :=

1

n
trHα =

1

n

∑

i

hα
ii = 0, ∀α > n + 1,

(1.11)

em que Hα denota a matriz [hα
ij]. Então, segue que trHn+1 = nH e trHα = 0,∀α > n+1.

Ressaltamos que Hα é apenas uma notação que não deve ser confundida com Hα.



Capítulo

2

Principais resultados utilizados

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados que são essenciais para

a demonstração do teorema principal desta dissertação, além de fornecerem suporte para

o estabelecimento de resultados auxiliares.

2.1 Propriedades sobre o conceito de traço de uma ma-

triz quadrada

Nesta seção, apresentaremos propriedades envolvendo o seguinte conceito:

Definição 2.1. O traço de uma matriz quadrada A n×n é a soma dos elementos da sua

diagonal principal. Dessa forma, denotamos

trA =
∑

i

aii,

em que aii denota o elemento da i-ésima linha e da i-ésima coluna da matriz A.

O conceito de traço de uma matriz quadrada possui importantes propriedades que

serão utilizadas ao longo do texto. Nesta seção, essas propriedades estão organizadas em

forma de observação.

Observação 2.2. Sejam A e B matrizes quadradas n × n. Então, vale a igualdade

tr(AB) = tr(BA).
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Essa observação segue diretamente do conceito de traço e está proposto como exercício

em [20].

Observação 2.3. Sejam A e B matrizes simétricas n × n. Então, vale a igualdade

tr(AB)2 = tr(BA)2.

De fato, denotemos por aij e bij, respectivamente, os elementos genéricos das matrizes

A e B. Logo, um elemento genérico da matriz AB é (AB)ij =
∑

k

aikbkj. Agora, notemos

que

(AB)2
ij =

∑

r

(AB)ir(AB)rj =
∑

r

(

∑

k

aikbkr

)(

∑

l

arlblj

)

=
∑

r,k,l

aikbkrarlblj.

Então, pela Definição 2.1, segue que

tr(AB)2 =
∑

i

(AB)2
ii =

∑

i

(

∑

r,k,l

aikbkrarlbli

)

=
∑

i,r,k,l

aikbkrarlbli.

Por outro lado, temos que

(BA)2
ij =

∑

r

(BA)ir(BA)rj =
∑

r

(

∑

k

bikakr

)(

∑

l

brlalj

)

=
∑

r,k,l

bikakrbrlalj.

Então, novamente pela Definição 2.1, temos

tr(BA)2 =
∑

i

(BA)2
ii =

∑

i

(

∑

r,k,l

bikakrbrlali

)

=
∑

i,r,k,l

bikakrbrlali

=
∑

i,r,k,l

akrbikalibrl

=
∑

i,r,k,l

arkbkiailblr,

em que na última igualdade usamos o fato que as matrizes são simétricas. Agora, re-

alizando a troca de índices r ↔ i na última expressão, concluímos que tr(AB)2 = tr(BA)2.

Observação 2.4. Seja Mn×n(R) o espaço vetorial real das matrizes n × n sobre o corpo

R. Então,

N(A) := tr(AAt) ≥ 0, ∀ A ∈ Mn×n(R),

em que At denota a transposta da matriz A.
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De fato, seja A ∈ Mn×n(R) e considere B = At. Note que um elemento genérico da

matriz AB é dado por (AB)ij =
∑

k

aikbkj. Como bij = aji, vale a seguinte sequência de

igualdades

N(A) = tr(AAt) = tr(AB) =
∑

i

(AB)ii =
∑

i

(

∑

k

aikbki

)

=
∑

i,k

aikaik =
∑

i,k

(aik)
2 ≥ 0.

2.2 O laplaciano do quadrado da norma da segunda forma

fundamental

O próximo lema exibe a expressão para o laplaciano do quadrado da norma da segunda

forma fundamental de uma subvariedade tipo-espaço imersa numa forma espacial semi-

riemanniana.

Lema 2.5. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço imersa em Qn+p
p (c). Se o vetor cur-

vatura média for não nulo, isto é, ξ 6= 0, então

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + cn‖h‖2 − cn2H2 (2.1)

− nH
∑

α

tr(H2
αHn+1) +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα),

em que Hα denota a matriz (hα
ij) para todo α e N(A) = tr(AAt), para toda matriz quadrada

A = (aij).

Demonstração: Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano e1, e2, . . . , en+p

definido em Qn+p
p (c) adaptado a Mn, ou seja, em cada ponto p de Mn tem-se que

{e1, e2, . . . , en} é uma base para o espaço tangente TpM
n. Considere ainda que en+1 =

ξ

H
.

Por definição, ‖h‖2 =
∑

α,i,j

(hα
ij)

2. Logo, pela linearidade do operador laplaciano, temos

∆‖h‖2 = ∆
(

∑

α,i,j

(hα
ij)

2
)

=
∑

α,i,j

∆(hα
ij)

2. (2.2)

Por outro lado, note que

[(hα
ij)

2]k = 2hα
ijh

α
ijk,
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em que k denota o índice da derivada segundo a direção tangente ek. Calculando a

derivada da última relação na direção de ek, temos

[(hα
ij)

2]kk = [2hα
ijh

α
ijk]k = 2[hα

ijkh
α
ijk + hα

ijh
α
ijkk] = 2[(hα

ijk)
2 + hα

ijh
α
ijkk].

Agora, realizando o somatório em k para obtermos o laplaciano, segue que

∆(hα
ij)

2 =
∑

k

2[(hα
ijk)

2 + hα
ijh

α
ijkk].

Substituindo a última relação em (2.2), obtemos

∆‖h‖2 =
∑

α,i,j

∆(hα
ij)

2 =
∑

α,i,j

(

∑

k

2[(hα
ijk)

2 + hα
ijh

α
ijkk]

)

.

Note que a relação anterior pode ser reescrita como

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

α,i,j

hα
ij∆hα

ij.

Agora, substituindo a relação (1.9) na última igualdade obtemos

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

α,i,j

hα
ij

(

∑

k

hα
kkij +

∑

m,k

hα
kmRmijk

+
∑

m,k

hα
miRmkjk +

∑

k,β

hβ
ikRαβjk

)

=
∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

α,i,j

hα
ij

(

∑

k

hα
kkij

)

+
∑

α,i,j

hα
ij

(

∑

m,k

hα
kmRmijk

)

∑

α,i,j

hα
ij

(

∑

m,k

hα
miRmkjk

)

+
∑

α,i,j

hα
ij

(

∑

k,β

hβ
ikRαβjk

)

=
∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij +

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk

+
∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
miRmkjk +

∑

α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk. (2.3)

Para obter a expressão enunciada, provaremos separadamente os seguintes itens:

(i)
∑

α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij =

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij.

(ii)
∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk = c‖h‖2 − cn2H2 +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2 −
∑

α,β

tr
(

HαHβ

)2
.
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(iii)
∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
miRmkjk = cn‖h‖2− c‖h‖2 +

∑

α,β

tr(HαHβHβHα)−nH
∑

α

tr(H2
αHn+1).

(iv)
∑

α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk =

∑

α,β

tr(HαHβHβHα) −
∑

α,β

tr(HαHβ)2.

(v) 2
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − 2
∑

α,β

tr(HβHα)2 =
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Demonstração de (i):

Notemos que

∑

α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij =

∑

i,j,k

hn+1
ij hn+1

kkij =
∑

i,j

hn+1
ij

(

∑

k

hn+1
kkij

)

,

pois pela Observação 1.4 temos que
∑

k

hα
kk = 0, ∀α ∈ {n + 2, · · · , n + p}. Além disso,

como nH =
∑

k

hn+1
kk segue que

(nH)ij = (hn+1
11 + · · · + hn+1

nn )ij,

em que os índices i e j denotam as respectivas derivadas segundo as direções ei e ej. Logo,

podemos escrever (nH)ij =
∑

k

hn+1
kkij. Portanto,

∑

α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij =

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij,

ou seja, a igualdade do item (i) é válida.

Demonstração de (ii):

Pela relação (1.2), temos que

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk =

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
km

(

c(δmjδik − δmkδij) −
∑

β

(hβ
mjh

β
ik − hβ

mkh
β
ij)
)

=
∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmc(δmjδik − δmkδij) −

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
km

(

hβ
mjh

β
ik − hβ

mkh
β
ij

)

= c
∑

α,i,m

hα
imhα

im − c
∑

α,i,m

hα
iih

α
mm +

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkh
β
ij

−
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik.
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Por outro lado, pela definição de ‖h‖2 e pela Observação 1.4 concluímos que

c
∑

α,i,m

(hα
im)2 − c

∑

α,i,m

hα
iih

α
mm = c‖h‖2 − cn2H2.

Para concluir a demonstração basta provar as seguintes igualdades:

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkh
β
ij =

∑

α,β

[

tr(HαHβ)
]2

,

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik =

∑

α,β

tr(HαHβ)2.

Denotemos por hα
ij, hβ

ij os elementos genéricos das matrizes Hα e Hβ, respectivamente.

Então, um elemento genérico da matriz HαHβ é dado por (HαHβ)ij =
∑

k

hα
ikh

β
kj. Logo,

pela Definição 2.1, segue

tr
(

HαHβ

)

=
∑

i

(HαHβ)ii =
∑

i

(

∑

k

hα
ikh

β
ki

)

=
∑

i,k

hα
ikh

β
ki.

Consequentemente,

[tr(HαHβ)]2 =
(

∑

i,j

hα
ijh

β
ji

)(

∑

m,k

hα
mkh

β
km

)

=
∑

i,j,m,k

hα
ijh

β
jih

α
mkh

β
km

=
∑

i,j,m,k

hα
ijh

α
kmhβ

mkh
β
ij,

em que na última igualdade utilizamos o fato que Hα e Hβ são matrizes simétricas, além

da comutatividade dos números reais. Agora, realizando o somatório em α e β, concluímos

que
∑

α,β

[tr(HαHβ)]2 =
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkh
β
ij.

Por outro lado, seguindo essa mesma linha de raciocínio notemos que

(HαHβ)2
ij =

∑

m

(HαHβ)im(HαHβ)mj =
∑

m

(

∑

k

hα
ikh

β
km

)(

∑

r

hα
mrh

β
rj

)

=
∑

m,k,r

hα
ikh

β
kmhα

mrh
β
rj.
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Agora, pela Definição 2.1, obtemos que

tr(HαHβ)2 =
∑

i

(HαHβ)2
ii =

∑

i

(

∑

m,k,r

hα
ikh

β
kmhα

mrh
β
ri

)

=
∑

i,m,k,r

hα
ikh

β
kmhα

mrh
β
ri.

Usando o fato de que as matrizes Hα e Hβ são simétricas e trocando k por j e r por k na

última expressão, segue que

tr(HαHβ)2 =
∑

i,m,j,k

hα
ijh

β
jmhα

mkh
β
ki =

∑

i,m,j,k

hα
ijh

α
mkh

β
jmhβ

ki =
∑

i,m,j,k

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik. (2.4)

Logo,
∑

α,β

tr
(

HαHβ

)2
=

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik. Portanto, está demonstrada a seguinte

relação conforme enunciado em (ii):

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk = c‖h‖2 − cn2H2 +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2 −
∑

α,β

tr
(

HαHβ

)2
.

Demonstração de (iii):

Considerando a quarta parcela de (2.3) e usando (1.2), segue que

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
miRmkjk =

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
mi

(

c(δmjδkk − δmkδkj) −
∑

β

(hβ
mjh

β
kk − hβ

mkh
β
kj)
)

= cn
∑

α,i,j

(hα
ij)

2 − c
∑

α,i,j

(hα
ij)

2 −
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mi

(

hβ
mjh

β
kk − hβ

mkh
β
kj

)

= cn‖h‖2 − c‖h‖2 +
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mkh

β
kj −

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mjh

β
kk.

Notemos o que ocorre com a última parcela dessa igualdade:

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mjh

β
kk =

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj hn+1

kk =
(

∑

k

hn+1
kk

)(

∑

α,i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj

)

= nH
∑

α,i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj ,

em que utilizamos novamente a Observaçao 1.4. O último termo da expressão acima pode
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ser escrito como

nH
∑

α,i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj = nH

∑

α

tr(H2
αHn+1).

De fato, sejam hα
ij e hn+1

ij os elementos genéricos das matrizes Hα e Hn+1, respecti-

vamente. Então, (H2
α)ij =

∑

k

hα
ikh

α
kj. De forma análoga, um termo genérico da matriz

H2
αHn+1 é dado por

(H2
αHn+1)ij =

∑

m

(H2
α)im(Hn+1)mj =

∑

m

(

∑

k

hα
ikh

α
km

)

hn+1
mj =

∑

m,k

hα
ikh

α
kmhn+1

mj .

Logo, pela Definição 2.1, temos que

tr(H2
αHn+1) =

∑

i

(H2
αHn+1)ii =

∑

i

(

∑

m,k

hα
ikh

α
kmhn+1

mi

)

=
∑

i,m,k

hα
ikh

α
kmhn+1

mi .

Agora, realizando o somatório em α e usando o fato de que as matrizes Hα e Hn+1 são

simétricas, obtemos

∑

α

tr(H2
αHn+1) =

∑

α,i,m,k

hα
ikh

α
kmhn+1

mi =
∑

α,i,m,k

hα
kih

α
mkh

n+1
mi =

∑

α,j,m,i

hα
ijh

α
mih

n+1
mj ,

em que na última igualdade trocamos i por j e k por i.

Por outro lado, vale a seguinte igualdade

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mkh

β
kj =

∑

α,β

tr(HαHβHβHα).

De fato, um elemento genérico da matriz HαHβ é dado por (HαHβ)ij =
∑

k

hα
ikh

β
kj.

Analogamente, temos (HβHα)ij =
∑

m

hβ
imhα

mj. Logo, um elemento genérico da matriz

HαHβHβHα é dado por

(HαHβHβHα)ij =
∑

r

(HαHβ)ir(HβHα)rj

=
∑

r

(

∑

k

hα
ikh

β
kr

)(

∑

m

hα
rmhβ

mj

)

=
∑

r,k,m

hα
ikh

β
krh

α
rmhβ

mj.
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Consequentemente, o traço dessa matriz é dado por

tr(HαHβHβHα) =
∑

i

(HαHβHβHα)ii =
∑

i,r,k,m

hα
ikh

β
krh

β
rmhα

mi.

Agora, realizando o somatório em α e β e usando o fato que as matrizes Hα e Hβ são

simétricas, temos

∑

α,β

tr(HαHβHβHα) =
∑

α,β,i,r,k,m

hα
ikh

β
krh

β
rmhα

mi

=
∑

α,β,i,r,k,m

hα
ikh

α
mih

β
rmhβ

kr

=
∑

α,β,i,r,k,m

hα
ikh

α
mih

β
mrh

β
rk

=
∑

α,β,i,k,j,m

hα
ijh

α
mih

β
mkh

β
kj, (2.5)

em que na última igualdade trocamos r por k e k por j. Portanto, concluímos que

∑

α,i,j,k,m

hα
ijh

α
miRmkjk = cn‖h‖2 − c‖h‖2 +

∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − nH
∑

α

tr(H2
αHn+1),

ou seja, vale a relação afirmada em (iii).

Demonstração de (iv):

Devemos provar que:

∑

α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk =

∑

α,β

tr(HαHβHβHα) −
∑

α,β

tr(HαHβ)2.

Lembremos da relação (1.5), ou seja,

Rαβij =
∑

m

(hα
imhβ

mj − hα
jmhβ

mi).

Então, usando essa relação concluímos que

∑

α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk =

∑

α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ik

(

∑

m

(hα
jmhβ

mk − hα
kmhβ

mj)
)

=
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
jmhβ

mk −
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
kmhβ

mj.
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Por outro lado, valem as seguintes igualdades:

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
jmhβ

mk =
∑

α,β

tr(HαHβHβHα),

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
kmhβ

mj =
∑

α,β

tr(HαHβ)2.

De fato, pelas igualdades (2.5) e (2.4), respectivamente, temos que

∑

α,β

tr(HαHβHβHα) =
∑

α,β,i,k,j,m

hα
ijh

α
mih

β
mkh

β
kj

=
∑

α,β,i,k,j,m

hα
ijh

β
kjh

β
mkh

α
mi

=
∑

α,β,i,k,j,m

hα
ijh

β
jkh

β
kmhα

mi (troque i ↔ j)

=
∑

α,β,i,j,k,m

hα
jih

β
ikh

β
kmhα

mj

=
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
jmhβ

mk.

e

∑

α,β

tr
(

HαHβ

)2
=

∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik

=
∑

α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikh

α
kmhβ

mj.

Portanto, o item (iv) está provado.

Agora, a partir das igualdades (i), (ii), (iii) e (iv), podemos escrever

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij

+c‖h‖2 − cn2H2 +
∑

α,β

[tr(HαHβ)]2 −
∑

α,β

tr
(

HαHβ

)2

+cn‖h‖2 − c‖h‖2 +
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − nH
∑

α

tr(H2
αHn+1)

+
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) −
∑

α,β

tr(HαHβ)2.
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Notemos que a expressão anterior pode ser reescrita como:

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + cn‖h‖2 − cn2H2

−nH
∑

α

tr(H2
αHn+1) +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2

+2
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − 2
∑

α,β

tr(HαHβ)2.

Assim, pela igualdade (v), obtemos a expressão desejada, ou seja, concluímos que:

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + cn‖h‖2 − cn2H2

− nH
∑

α

tr(H2
αHn+1) +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Demonstração de (v): Pela definição de N , segue que:

∑

α,β

N(HαHβ − HβHα) =
∑

α,β

tr
(

(HαHβ − HβHα)(HαHβ − HβHα)t
)

=
∑

α,β

tr
(

(HαHβ − HβHα)((HαHβ)t − (HβHα)t)
)

=
∑

α,β

tr
(

(HαHβ − HβHα)((Hβ)t(Hα)t − (Hα)t(Hβ)t)
)

=
∑

α,β

tr
(

(HαHβ − HβHα)(HβHα − HαHβ)
)

=
∑

α,β

tr
(

HαHβHβHα − (HβHα)2 − (HαHβ)2 + HβHαHαHβ

)

=
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) −
∑

α,β

tr(HβHα)2

−
∑

α,β

tr(HαHβ)2 +
∑

α,β

tr(HβHαHαHβ)

= 2
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − 2
∑

α,β

tr(HβHα)2.
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Portanto, temos que

2
∑

α,β

tr(HαHβHβHα) − 2
∑

α,β

tr(HβHα)2 =
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα),

ou seja, a igualdade (v) é verdadeira. Isso encerra a demonstração.

2.3 Importante lema envolvendo matrizes simétricas

O seguinte lema é um resultado amplamente utilizado e sua demonstração pode ser

encontrada em [28].

Lema 2.6. Sejam A,B matrizes simétricas n×n satisfazendo AB = BA e trA = trB = 0.

Então, vale a desigualdade

|trA2B| ≤ n − 2
√

n(n − 1)
(trA2)(trB2)1/2. (2.6)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (n − 1) dos autovalores xi de A e os

correspondentes autovalores yi de B satisfazem |xi| =
(trA2)1/2

√

n(n − 1)
, xixj ≥ 0, yi =

(trB2)1/2

√

n(n − 1)

(

resp. yi = − (trB2)1/2

√

n(n − 1)

)

.

2.4 Princípio do Máximo para um operador linear elíp-

tico

Um operador diferencial parcial de segunda ordem e linear L tem a forma

L[u](x) =
∑

i,j

aij(x)uij(x) +
∑

k

bk(x)uk(x) + c(x)u(x), x ∈ Ω,

em que aij = aji, bk e c são funções contínuas e x = (x1, . . . , xn) pertence a um domínio

Ω em Rn, n ≥ 2. Assumimos u ∈ C2(Ω).

Definição 2.7. O operador L é dito elíptico em x ∈ Ω se a matriz simétrica [aij(x)] é

positiva definida; é dito elíptico em Ω, se for elíptico em cada ponto de Ω; é chamado

de uniformemente elíptico em Ω, se a função Λ/λ é limitada em Ω, em que Λ(x) > 0 e

λ(x) > 0 denotam o maior e o menor dos autovalores da matriz positiva definida [aij(x)].
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Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.8. (O princípio do máximo de E. Hopf) Seja Ω ⊂ Rn um aberto conexo.

Considere um operador L uniformemente elíptico em Ω com c ≡ 0 e u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge máximo em Ω, então, u é constante em Ω.

Demonstração: Ver [17].

2.5 Redução de codimensão

Dada uma imersão isométrica x : Mn −→ M
n+p

(c), em qual situação existe uma subva-

riedade própria totalmente geodésica N de M
n+p

(c) tal que x(Mn) ⊂ N? Para responder

essa pergunta apresentaremos um resultado provado por Erbacher [15]. Primeiramente,

considere a seguinte definição:

Definição 2.9. O primeiro espaço normal N1(x) é o complemento ortogonal de

{ξ ∈ T⊥
x M/Aξ = 0} em T⊥

x Mn.

Teorema 2.10. (Erbacher [15]) Se o primeiro espaço normal N1(x) é invariante por

translação paralela com respeito a conexão do fibrado normal e, l é a dimensão constante

de N1, então, existe uma subvariedade totalmente geodésica Nn+l de M
n+p

(c) de dimensão

n + l tal que x(Mn) ⊂ Nn+l.



Capítulo

3

Teorema Principal

Neste capítulo, demonstraremos alguns resultados auxiliares para gerar subsídios para

a demonstração do teorema principal. Primeiramente, considere a seguinte observação:

Observação 3.1. Vale a seguinte relação

∆H2 = 2H∆H + 2|∇H|2. (3.1)

De fato, pela Observação 1.4 temos H2 =
( 1

n

∑

i

hn+1
ii

)2

. Denotemos por k a derivada

na direção de ek. Então, temos que

[( 1

n

∑

i

hn+1
ii

)2]

k
= 2

1

n2

∑

i

hn+1
ii hn+1

iik .

Derivando novamente,

[( 1

n

∑

i

hn+1
ii

)2]

kk
=

[

2
1

n2

∑

i

hn+1
ii hn+1

iik

]

k

= 2
[ 1

n2

∑

i

(hn+1
iik )2 +

1

n2

∑

i

hn+1
ii hn+1

iikk

]

.

Agora, realizando o somatório em k obtemos que

∆H2 = 2|∇H|2 + 2H∆H.
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3.1 O operador � associado a um tensor simétrico

Seja T =
∑

i,j

Tijωiωj um tensor simétrico sobre Mn definido por Tij = nHδij − hn+1
ij .

De acordo com Cheng-Yau [10], introduzimos um operador � associado a T agindo sobre

f ∈ C2 por

�(f) :=
∑

i,j

Tijfij =
∑

i,j

(nHδij − hn+1
ij )fij,

em que i e j no termo fij denotam as derivadas nas direções ei e ej, respectivamente.

Agora, notemos que

�(nH) =
∑

i,j

(nHδij − hn+1
ij )(nH)ij

=
∑

i,j

(n2HδijHij) −
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij

= n2H∆H −
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij. (3.2)

Por outro lado, pela relação (3.1), temos que ∆H2 = 2H∆H+2|∇H|2. Logo, podemos

escrever

H∆H =
1

2
∆H2 − |∇H|2.

Multiplicando a igualdade anterior por n2, obtemos

n2H∆H =
1

2
n2∆H2 − n2|∇H|2.

Substituindo essa igualdade em (3.2), concluímos que

�(nH) =
1

2
n2∆H2 − n2|∇H|2 −

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij. (3.3)

Por outro lado, pela relação (1.3) vale n(n − 1)R = n(n − 1)c + ‖h‖2 − n2H2. Então,

aplicando o laplaciano nessa relação, segue que

n(n − 1)∆R = ∆‖h‖2 − ∆(n2H2),

ou seja,

n2∆H2 = ∆‖h‖2 − n(n − 1)∆R.
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Substituindo essa última relação em (3.3), concluímos que

�(nH) =
1

2
∆‖h‖2 − 1

2
n(n − 1)∆R − n2|∇H|2 −

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij. (3.4)

Usando um método similar ao que se encontra em [8], provaremos o seguinte resultado:

Proposição 3.2. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço num espaço de De Sitter Sn+p
p (c).

Suponha que existe uma constante positiva k′ tal que n(n−1)R = k′H, em que R é a cur-

vatura escalar normalizada e H a curvatura média. Então, o operador L = �+ (k′/2n)∆

é elíptico e R > 0 e H > 0.

Demonstração: Pela própria definição segue que H ≥ 0. Como k′ > 0, por hipótese

devemos ter a curvatura escalar satisfazendo n(n− 1)R ≥ 0. Utilizando (1.3), concluímos

que

‖h‖2 = n(n − 1)R − n(n − 1)c + n2H2

= k′H − n(n − 1)c + n2H2. (3.5)

Suponha, por absurdo, que existe p ∈ Mn tal que R(p) = 0. Logo, H(p) = 0. Conse-

quentemente, por (3.5) temos que ‖h‖2(p) + n(n − 1)c = 0, ou seja, um absurdo porque

c > 0. Logo, devemos ter R > 0 e H > 0 em Mn.

Agora, escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano e1, e2, . . . , en+p definido

em Sn+p
p (c) adaptado a Mn, ou seja, em cada ponto p de Mn tem-se que {e1, e2, . . . , en}

é uma base para o espaço tangente TpM
n. Suponha ainda que en+1 =

ξ

H
. Para cada

α fixado, considere a forma diagonalizada da matriz hα
ij, ou seja, hα

ij = λα
i δij. Lembre

que valem as relações nH =
∑

i

hn+1
ii e

∑

i

hα
ii = 0 para n + 2 ≤ α ≤ n + p (conforme a

Observação 1.4). Usando (3.5) e considerando qualquer i, concluímos que

nH − λn+1
i + k′/2n =

∑

j

λn+1
j − λn+1

i +
1

2

[

‖h‖2 + n(n − 1)c − n2H2
]

(nH)−1 (3.6)

=
∑

j

λn+1
j − λn+1

i +
1

2

[

∑

α,j

(λα
j )2 + n(n − 1)c − (nH)2

]

(nH)−1,

em que na última igualdade usamos que

‖h‖2 =
∑

α,i,j

(hα
ij)

2 =
∑

α,i,j

(λα
i δij)

2 =
∑

α,j

(λα
j )2.
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Então, podemos escrever

nH − λn+1
i + k′/2n ≥

∑

j

λn+1
j − λn+1

i

+
1

2

[

∑

j

(λn+1
j )2 + n(n − 1)c − (

∑

j

λn+1
j )2

]

(nH)−1

=
[

nH
∑

j

λn+1
j − nHλn+1

i

+
1

2

∑

j

(λn+1
j )2 +

1

2
n(n − 1)c − 1

2
(
∑

j

λn+1
j )2

]

(nH)−1

=
[

(
∑

j

λn+1
j )2 − λn+1

i (
∑

j

λn+1
j )

]

(nH)−1 (3.7)

+
1

2

[

∑

j

(λn+1
j )2 − (

∑

j

λn+1
j )2

]

(nH)−1 +
1

2
n(n − 1)c(nH)−1.

Por outro lado, notemos que

∑

j

(λn+1
j )2 − (

∑

j

λn+1
j )2 = (λn+1

1 )2 + · · · + (λn+1
n )2 − (λn+1

1 + · · · + λn+1
n )2

= (λn+1
1 )2 + · · · + (λn+1

n )2

−
[

(λn+1
1 )2 + · · · + (λn+1

n )2 +
∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j

]

= −
∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j .
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Substituindo a última igualdade em (3.7), obtemos

nH − λn+1
i + k′/2n ≥

[

(
∑

j

λn+1
j )2 − λn+1

i (
∑

j

λn+1
j )

− 1

2

∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j +
1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
[

∑

j

(λn+1
j )2 +

∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j − λn+1
i (

∑

j

λn+1
j )

− 1

2

∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j +
1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
[

∑

j

(λn+1
j )2 +

1

2

∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j

− λn+1
i (

∑

j

λn+1
j ) +

1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 + (λn+1

i )2

+
1

2
λn+1

i

∑

l 6=i

λn+1
l +

1

2
λn+1

i

∑

j 6=i

λn+1
j +

1

2

∑

l 6=j
l,j 6=i

λn+1
l λn+1

j

−(λn+1
i )2 − λn+1

i

∑

j 6=i

λn+1
j +

1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 +

1

2

∑

l 6=j
l,j 6=i

λn+1
l λn+1

j +
1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1.

Agora, analisemos o segundo termo dessa última igualdade:

∑

l 6=j
l,j 6=i

λn+1
l λn+1

j =
∑

l 6=j

λn+1
l λn+1

j −
∑

l 6=i

λn+1
l λn+1

i −
∑

j 6=i

λn+1
i λn+1

j

= −
∑

j

(λn+1
j )2 + (

∑

j

λn+1
j )2 −

∑

l 6=i

λn+1
l λn+1

i −
∑

j 6=i

λn+1
i λn+1

j

= −
∑

j 6=i

(λn+1
j )2 − (λn+1

i )2 + (λn+1
i +

∑

j 6=i

λn+1
j )2

−
∑

l 6=i

λn+1
l λn+1

i −
∑

j 6=i

λn+1
i λn+1

j

= −
∑

j 6=i

(λn+1
j )2 + (

∑

j 6=i

λn+1
j )2.
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Retornando à desigualdade anterior temos que

nH − λn+1
i + k′/2n ≥

[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 +

1

2

∑

l 6=j
l,j 6=i

λn+1
l λn+1

j +
1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 − 1

2

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 +

1

2
(
∑

j 6=i

λn+1
j )2

+
1

2
n(n − 1)c

]

(nH)−1

=
1

2

[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 + (

∑

j 6=i

λn+1
j )2 + n(n − 1)c

]

(nH)−1 > 0.

Logo,

nH − λn+1
i + k′/2n > 0,∀ i,

ou seja, concluímos que todo elemento da diagonal da matriz diagonalizada do operador

L é positivo. Portanto, L é um operador elíptico.

O seguinte lema afirma que sob as mesmas condições do resultado anterior, se a cur-

vatura média H for limitada em Mn, então, L é um operador uniformemente elíptico.

Lema 3.3. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço num espaço de De Sitter Sn+p
p (c).

Suponha que existe uma constante positiva k′ tal que n(n − 1)R = k′H, em que R é a

curvatura escalar normalizada e H a curvatura média. Suponha que a curvatura média

H é limitada sobre Mn. Então, o operador L = � + (k′/2n)∆ é uniformemente elíptico.

Demonstração: Conforme realizado na demonstração anterior, para cada α considere a

matriz diagonalizada hα
ij = λα

i δij. Como H é limitada, existe C > 0 tal que H(p) ≤ C,

∀p ∈ Mn. Retornemos ao último termo da demonstração acima e notemos que

(nH − λn+1
i + k′/2n) ≥ 1

2

[

∑

j 6=i

(λn+1
j )2 + (

∑

j 6=i

λn+1
j )2 + n(n − 1)c

]

(nH)−1

≥ 1

2
[n(n − 1)c](nH)−1

=
(n − 1)c

2H
≥ (n − 1)c

2C
=: µo > 0,

em que µo é uma constante positiva. Logo, pela Definição 2.7, L é uniformemente elíptico.
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3.2 Uma desigualdade num espaço de De Sitter

Na demonstração da próxima proposição, usaremos os seguintes lemas de Álgebra

Linear:

Lema 3.4. Seja Mm×n(R) o espaço vetorial real das matrizes m × n sobre o corpo R.

Então, Mm×n(R) pode ser munido com um produto interno dado por

〈A,B〉 = tr(BtA), ∀ A,B ∈ Mm×n(R). (3.8)

Para mais informações sobre esse lema consulte [19]. Sua importância consistirá em

possibilitar o uso da Desigualdade de Schwarz na prova de uma desigualdade na demons-

tração da próxima proposição.

Lema 3.5. (Desigualdade de Schwarz) Seja E um espaço vetorial real munido com um

produto interno. Então, vale

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖, ∀u, v ∈ E.

Além disso ocorre a igualdade se, e somente se, os vetores u e v são linearmente depen-

dentes.

Demonstração: Ver [20].

Agora, temos condições de provar a seguinte proposição:

Proposição 3.6. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço num espaço de De Sitter Sn+p
p (c).

Suponha que existe uma constante positiva k′ tal que n(n − 1)R = k′H, em que R é a

curvatura escalar normalizada e H a curvatura média. Então, ‖∇h‖2 ≥ n2‖∇H‖2.

Demonstração:

Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano e1, e2, . . . , en+p definido em

Sn+p
p (c) adaptado a Mn, ou seja, em cada ponto p de Mn tem-se que {e1, e2, . . . , en} é

uma base para o espaço tangente TpM
n. Para cada α, considere a forma diagonalizada

da matriz hα
ij, ou seja, hα

ij = λα
i δij. Notemos que ‖h‖2 =

∑

α,i,j

(hα
ij)

2 =
∑

α,i

(λα
i )2 6= 0. De

fato, se ‖h‖2 =
∑

α,i

(λα
i )2 = 0 em algum p ∈ Mn, então, λα

i = 0, ∀i, α em p. O que implica

H(p) = 0 e R(p) = 0. Nesse caso, por (1.3) teríamos −n(n − 1)c = 0, um absurdo.
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Por outro lado, como vale (1.3) e por hipótese temos n(n − 1)R = k′H, concluímos que

k′H = n(n − 1)c + ‖h‖2 − n2H2. Logo,

k′(∇iH) = ∇i

(

n(n − 1)c + ‖h‖2 − n2H2
)

= ∇i(
∑

α,k,j

(hα
kj)

2) −∇i(n
2H2)

=
∑

α,k,j

2hα
kjh

α
kji − 2n2H∇iH.

Agora, colocando em evidência o termo ∇iH no primeiro membro, elevando ao quadrado

e realizando o somatório em i, podemos escrever

(
k′

2
+ n2H)2‖∇H‖2 =

∑

i

(

∑

α,k,j

hα
kjh

α
kji

)2
.

Por outro lado, vale
∑

i

(

∑

α,k,j

hα
kjh

α
kji

)2 ≤
(

∑

α,i,j

(hα
ij)

2
)(

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2
)

. De fato, considere-

mos a matriz ∇iHα dada por

∇iHα =













hα
11i hα

12i . . . hα
1ni

hα
21i hα

22i . . . hα
2ni

...
...

. . .
...

hα
n1i hα

n2i . . . hα
nni













.

Assim, conforme (3.8), segue que

〈∇iHα, Hα〉 = tr((Hα)t∇iHα) =
∑

k,j

hα
kjh

α
kji.

Agora, pela desigualdade de Schwarz, concluímos que

|〈Hα,∇iHα〉|2 = |
∑

k,j

hα
kjh

α
kji|2 ≤ ‖Hα‖2‖∇iHα‖2 = 〈Hα, Hα〉 〈∇iHα,∇iHα〉,

o que implica pelas próprias definições

(

∑

k,j

hα
kjh

α
kji

)2 ≤
(

∑

k,j

(hα
kj)

2
)(

∑

k,j

(hα
kji)

2
)

.
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Realizando o somatório em α, segue que

(

∑

α,k,j

hα
kjh

α
kji

)2 ≤
∑

α

[(

∑

k,j

(hα
kj)

2
)(

∑

k,j

(hα
kji)

2
)]

≤
(

∑

α,k,j

(hα
kj)

2
)(

∑

α,k,j

(hα
kji)

2
)

,

Realizando o somatório em i, obtemos a seguinte desigualdade

∑

i

(

∑

α,k,j

hα
kjh

α
kji

)2 ≤
∑

i

(

∑

α,k,j

(hα
kj)

2
)(

∑

α,k,j

(hα
kji)

2
)

=
(

∑

α,k,j

(hα
kj)

2
)(

∑

α,k,j,i

(hα
kji)

2
)

=
(

∑

α,i,j

(hα
ij)

2
)(

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2
)

,

conforme desejado. Como
(

∑

α,i,j

(hα
kj)

2
)(

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2
)

= ‖h‖2‖∇h‖2, obtemos

(
k′

2
+ n2H)2‖∇H‖2 ≤ ‖h‖2‖∇h‖2,

ou de forma equivalente

‖h‖2‖∇h‖2 ≥ (
k′

2
+ n2H)2‖∇H‖2.

Logo, pela desigualdade anterior concluímos que

(

‖∇h‖2 − n2‖∇H‖2
)

‖h‖2 ≥
[

(
k′

2
+ n2H)2 − n2‖h‖2

]

‖∇H‖2

=
[(k′)2

4
+ k′n2H + n4H2 − n2‖h‖2

]

‖∇H‖2

=
[(k′)2

4
+ n2(k′H + n2H2 − ‖h‖2)

]

‖∇H‖2

=
[(k′)2

4
+ n2(n(n − 1)c + ‖h‖2 − ‖h‖2)

]

‖∇H‖2

=
[(k′)2

4
+ n3(n − 1)c

]

‖∇H‖2 ≥ 0.

Assim, devemos ter ‖∇h‖2 − n2‖∇H‖2 ≥ 0. Portanto, temos que

‖∇h‖2 ≥ n2‖∇H‖2,

como queríamos demonstrar.
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3.3 Propriedades e Lema Auxiliar

Baseando em [7], consideremos o seguinte tensor simétrico

Φ =
∑

α,i,j

Φα
ijωiωjeα,

em que Φα
ij = hα

ij − Hαδij e Hα está definido conforme a Observação 1.4. Notemos que

Φα possui traço nulo e valem as seguintes igualdades

N(Φα) = N(Hα) − n(Hα)2,

|Φ|2 =
∑

α

N(Φα) = ‖h‖2 − nH2, (3.9)

em que Φα denota a matriz [Φα
ij].

Daqui pra frente, vamos supor que o vetor curtatura média normalizado
ξ

H
de Mn é

paralelo. Então, escolhendo um referencial ortonormal local {e1, e2, · · · , en+p} com en+1 =
ξ

H
, temos que en+1 torna-se o vetor curvatura média normalizado paralelo em cada ponto

p ∈ Mn. A partir dessa escolha e da Observação 1.4, provaremos a validade das seguintes

relações:

Hn+1Hα = HαHn+1, ∀α (3.10)

Φn+1
ij = hn+1

ij − Hδij, (3.11)

N(Φn+1) = tr(Φn+1)2 = tr(Hn+1)
2 − nH2 = N(Hn+1) − nH2, (3.12)

tr(Hn+1)
3 = tr(Φn+1)3 + 3HN(Φn+1) + nH3, (3.13)

Φα
ij = hα

ij, N(Φα) = N(Hα), α ≥ n + 2. (3.14)

De fato, a igualdade (3.10) é válida pela seguinte observação:

Observação 3.7. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço imersa em Qn+p
p (c). Suponha

que o vetor curvatura média normalizado seja paralelo e considere en+1 =
ξ

H
. Então,

ωn+1α = 0, ∀α. Além disso, vale Hn+1Hα = HαHn+1, ∀α.

Com efeito, dado qualquer campo X de vetores tangentes a Mn vale ωn+1α(X) =

〈∇⊥
Xen+1, eα〉. Agora, pela Definição 1.1 segue que ωn+1α(X) = 0 (o que prova a primeira

conclusão da afirmação). Logo, dωn+1α = 0, ∀α. Por outro lado, lembremos da equação
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(1.4), isto é,

dωαβ = −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ − 1

2

∑

i,j

Rαβijωi ∧ ωj.

Agora, tomando α = n + 1 na equação acima, esta se reduz a

−1

2

∑

i,j

Rn+1βijωi ∧ ωj = 0

que implica em Rn+1βij = 0. Daí pela equação (1.5) concluímos que

∑

l

(hn+1
il hβ

lj − hn+1
jl hβ

li) = 0.

Logo, considerando o elemento genérico ij na representação matricial, podemos escrever

(Hn+1Hβ)ij =
∑

l

hn+1
il hβ

lj =
∑

l

hn+1
jl hβ

li =
∑

l

hβ
ilh

n+1
lj = (HβHn+1)ij,

em que também usamos o fato que as matrizes Hn+1 e Hβ são simétricas. Portanto, segue

que Hn+1Hβ = HβHn+1, ∀β. Isso conclui a prova da Observação 3.7.

Por outro lado, por definição Φα
ij = hα

ij − Hαδij. Se α = n + 1, pela Observação 1.4

segue que Φn+1
ij = hn+1

ij − Hδij. Agora, se α > n + 1, ainda pela Observação 1.4 temos

Hα = 0. Então, segue que Φα
ij = hα

ij,∀α ≥ n + 2. Portanto, as relações (3.11) e (3.14) são

válidas.

Para provar a relação (3.12), notemos que

N(Φn+1) = tr(Φn+1(Φn+1)t) = tr(Φn+1)2 = tr(Hn+1 − HI)2

= tr
(

(Hn+1)
2 − 2HHn+1I + H2I

)

= tr(Hn+1)
2 − 2H(nH) + H2n

= tr(Hn+1)
2 − 2nH2 + nH2 = N(Hn+1) − nH2.
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Para provar a relação (3.13), vejamos:

tr(Hn+1)
3 = tr(Φn+1 + HI)3

= tr
(

(Φn+1)3 + 3H(Φn+1)2I + 3H2Φn+1I2 + H3I3
)

= tr(Φn+1)3 + 3Htr(Φn+1)2 + 3H2tr(Φn+1) + H3tr(I)

= tr(Φn+1)3 + 3HN(Φn+1) + 3H2(nH − nH) + H3n

= tr(Φn+1)3 + 3HN(Φn+1) + nH3.

Portanto, todas as relações enunciadas acima são verdadeiras. Antes de demonstrar o

próximo resultado, considere a seguinte observação:

Observação 3.8. Vale a seguinte desigualdade

∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2 ≥ 1

p
|Φ|4. (3.15)

De fato, como |Φ|2 =
∑

α

N(Φα) segue que

|Φ|4 = |Φ|2|Φ|2 =
(

∑

α

N(Φα)
)(

∑

β

N(Φβ)
)

.

Logo,

|Φ|4 = N(Φn+1)
∑

β

N(Φβ) + N(Φn+2)
∑

β

N(Φβ) + · · · + N(Φn+p)
∑

β

N(Φβ)

=
∑

β

N(Φn+1)N(Φβ) +
∑

β

N(Φn+2)N(Φβ) + · · · +
∑

β

N(Φn+p)N(Φβ)

≤
∑

β

N(Φβ)N(Φβ) +
∑

β

N(Φβ)N(Φβ) + · · · +
∑

β

N(Φβ)N(Φβ)

= p
∑

β

[N(Φβ)]2.
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Portanto, |Φ|4 ≤ p
∑

β

[N(Φβ)]2. Por outro lado, observemos que

∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2 =
∑

α,β>n+1

[tr(ΦαΦβ)]2 + 2
∑

β>n+1

[tr(Φn+1Φβ)]2 + [tr(Φn+1)2]2

≥
∑

α>n+1

[tr(Φα)2]2 + [tr(Φn+1)2]2

=
∑

α>n+1

[N(Φα)]2 + [N(Φn+1)]2

=
∑

α

[N(Φα)]2.

Dessa forma, concluímos que

|Φ|4 ≤ p
∑

α

(N(Φα))2 ≤ p
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2,

como queríamos demonstrar.

Agora, passemos a demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.9. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço imersa em Qn+p
p (c). Se o vetor cur-

vatura média for não nulo, isto é, ξ 6= 0, então, vale a desigualdade

1

2
∆‖h‖2 ≥

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + n(c − H2)|Φ|2 (3.16)

− nH
∑

α

tr((Φα)2Φn+1) +
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2.

Demonstração:

Pelo Lema 2.5, temos que

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc(‖h‖2 − nH2)

− nH
∑

α

tr(H2
αHn+1) +

∑

α,β

[tr(HαHβ)]2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).
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Agora, usando as relações (3.9), (3.11) e (3.14), obtemos

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2

− nHtr(Hn+1)
3 − nH

∑

α>n+1

tr
(

(Φα)2(Φn+1 + HI)
)

+
∑

α,β>n+1

[tr(ΦαΦβ)]2

+ 2
∑

α>n+1

[tr(Φα(Φn+1 + HI))]2 + [tr(H2
n+1)]

2 +
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Substituindo (3.13) no lugar de tr(Hn+1)
3 acima, temos

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2

− nH
(

tr(Φn+1)3 + 3Htr(Φn+1)2 + nH3
)

− nH
∑

α>n+1

tr
(

(Φα)2Φn+1 + H(Φα)2
)

+
∑

α,β>n+1

[tr(ΦαΦβ)]2

+ 2
∑

α>n+1

[tr(ΦαΦn+1 + HΦα)]2 + [tr(H2
n+1)]

2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Agrupando novamente esses termos e substituindo (3.12) em [tr(H2
n+1)]

2, temos

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2

− nH
(

tr(Φn+1)3 +
∑

α>n+1

tr((Φα)2Φn+1)
)

− 3nH2tr(Φn+1)2

− n2H4 − nH2
∑

α>n+1

tr(Φα)2 +
∑

α,β>n+1

[tr(ΦαΦβ)]2

+ 2
∑

α>n+1

[tr(ΦαΦn+1) + Htr(Φα)]2 + [tr(Φn+1)2 + nH2]2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Como tr(Φα) = 0, temos que 2
∑

α>n+1

[tr(ΦαΦn+1) + Htr(Φα)]2 = 2
∑

α>n+1

[tr(ΦαΦn+1)]2.
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Então, após reagrupar alguns termos podemos escrever

1

2
∆‖h‖2 =

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2

− nH
∑

α

tr
(

(Φα)2Φn+1
)

− n2H4 +
(

tr(Φn+1)2
)2

+ 2nH2tr(Φn+1)2

+ n2H4 − 3nH2tr(Φn+1)2 − nH2
∑

α>n+1

tr(Φα)2 +
∑

α,β>n+1

[tr(ΦαΦβ)]2

+ 2
∑

α>n+1

[

tr(ΦαΦn+1)
]2

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα)

=
∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2 +

∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2

− nH
∑

α

tr
(

(Φα)2Φn+1
)

− nH2
(

tr(Φn+1)2 +
∑

α>n+1

tr(Φα)2
)

+
∑

α,β

N(HαHβ − HβHα).

Pela Observação 2.4, temos que N(HαHβ − HβHα) ≥ 0,∀α, β.

Como tr(Φn+1)2 +
∑

α>n+1

tr(Φα)2 =
∑

α

tr(Φα)2 = |Φ|2, podemos concluir que

1

2
∆‖h‖2 ≥

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + nc|Φ|2

+
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2 − nH
∑

α

tr
(

(Φα)2Φn+1
)

− nH2|Φ|2,

e, portanto,

1

2
∆‖h‖2 ≥

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + n(c − H2)|Φ|2

− nH
∑

α

tr
(

(Φα)2Φn+1
)

+
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2

como queríamos demonstrar.



3.4 Demonstração do Teorema Principal 39

3.4 Demonstração do Teorema Principal

Nesta seção, provaremos o principal resultado deste trabalho que consiste na demons-

tração do teorema que generaliza o Teorema 0.3:

Teorema 3.10. (Cao-Shu [3]) Seja Mn uma subvariedade completa tipo-espaço num es-

paço de De Sitter Sn+p
p (c) com n ≥ 3. Suponha que existe uma constante positiva k′ tal

que n(n − 1)R = k′H, em que R é a curvatura escalar normalizada e H a curvatura

média. Suponha que o vetor curvatura média normalizado é paralelo e que H atinge seu

máximo em Mn. Então,

(1) se H2 < 4(n−1)c
m2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica.

(2) se H2 = 4(n−1)c
m2 em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica ou Mn é isométrica

ao cilindro hiperbólico H1(sinh r) × Sn−1(cosh r).

(3) se 4(n−1)c
m2 < H2 ≤ c em Mn e o quadrado da norma da segunda forma fundamental

‖h‖2 satisfaz ‖h‖2 ≤ nH2 + (B−
H(n, p,H))2 ou ‖h‖2 ≥ nH2 + (B+

H(n, p,H))2 em Mn,

então, Mn é totalmente umbílica ou Mn é isométrica ao cilindro hiperbólico H1(sinh r)×
Sn−1(cosh r), em que m2 = (n − 2)2p + 4(n − 1) e B±

H(n, p,H) são duas raízes reais

distintas do polinômio

PH(x) =
1

p
x2 − n(n − 2)

√

n(n − 1)
Hx + n(c − H2). (3.17)

Demonstração: Escolha um referencial ortonormal local semi-riemanniano e1, e2, . . . , en+p

definido em Sn+p
p (c) adaptado a Mn, ou seja, em cada ponto p de Mn tem-se que {e1 , e2,

. . ., en} é uma base para o espaço tangente TpM
n. Consideremos ainda que en+1 =

ξ

H
.

Agora, definamos o seguinte tensor simétrico

Φ =
∑

α,i,j

Φα
ijωiωjeα,

em que Φα
ij = hα

ij − Hαδij e Hα está definido conforme a Observação 1.4. Como o

vetor curvatura média normalizado é paralelo temos que HαHn+1 = Hn+1Hα, ∀α (pela

Observação 3.7). Logo, pela relação (3.14) concluímos que ΦαΦn+1 = Φn+1Φα. Como

trΦα = 0, ∀α, tomando A = Φα e B = Φn+1, pelo Lema 2.6, temos que

|tr((Φα)2Φn+1)| ≤ n − 2
√

n(n − 1)
(tr(Φα)2)(tr(Φn+1)2)1/2.
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Então, vale a desigualdade

tr((Φα)2Φn+1) ≤ n − 2
√

n(n − 1)
(tr(Φα)2)(tr(Φn+1)2)1/2.

Agora, realizando o somatório em α, obtemos

∑

α

tr((Φα)2Φn+1) ≤ n − 2
√

n(n − 1)

∑

α

(tr(Φα)2)(tr(Φn+1)2)1/2

=
n − 2

√

n(n − 1)
|Φ|2‖µ‖,

em que na última igualdade usamos que |Φ|2 =
∑

α

tr(Φα)2 e

tr(Φn+1)2 =
∑

i,j

Φn+1
ij Φn+1

ji =
∑

i,j

(hn+1
ij − Hδij)

2 = ‖µ‖2.

Observemos que

∑

α

tr((Φα)2Φn+1) ≤ n − 2
√

n(n − 1)
|Φ|2‖µ‖ ≤ n − 2

√

n(n − 1)
|Φ|3, (3.18)

pois pela relação (1.10), temos ‖µ‖2 = ‖h‖2 − nH2 − ‖τ‖2 que implica

‖µ‖2 ≤ |Φ|2, (3.19)

dado a validade da relação (3.9). Por outro lado, lembremos da desigualdade (3.16)

1

2
∆‖h‖2 ≥

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + n(c − H2)|Φ|2

− nH
∑

α

tr((Φα)2Φn+1) +
∑

α,β

[tr(ΦαΦβ)]2.
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Utilizando, simultaneamente as desigualdades (3.15) e (3.18), obtemos

1

2
∆‖h‖2 ≥

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij + n(c − H2)|Φ|2 (3.20)

−nH
(n − 2)

√

n(n − 1)
|Φ|3 +

1

p
|Φ|4

=
∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij

+|Φ|2
{

n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
H|Φ| + 1

p
|Φ|2

}

.

Agora, lembremos da relação (3.4), ou seja,

�(nH) =
1

2
∆‖h‖2 − 1

2
n(n − 1)∆R − n2|∇H|2 −

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij.

Então, pela desigualdade (3.20) segue que

�(nH) ≥ −1

2
n(n − 1)∆R − n2|∇H|2 −

∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij +

∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j

hn+1
ij (nH)ij

+ |Φ|2
{

n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
H|Φ| + 1

p
|Φ|2

}

.

Como ‖∇h‖2 =
∑

α,i,j,k

(hα
ijk)

2, podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma

�(nH) ≥ −1

2
n(n − 1)∆R + ‖∇h‖2 − n2‖∇H‖2

+|Φ|2
{

n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
H|Φ| + 1

p
|Φ|2

}

≥ −1

2
n(n − 1)∆R (3.21)

+|Φ|2
{

n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
H|Φ| + 1

p
|Φ|2

}

,

(3.22)

em que utilizamos a Proposição 3.6 para obter a última desigualdade. Agora, notemos

que

(k′/2)∆H =
1

2
∆(k′H) =

1

2
∆
(

n(n − 1)R
)

=
1

2
n(n − 1)∆R.
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Portanto, pela definição do operador L podemos escrever

nLH = n[�H + (k′/2n)∆H] = �(nH) + (k′/2)∆H = �(nH) +
1

2
n(n − 1)∆R.

≥ |Φ|2
{

n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
H|Φ| + 1

p
|Φ|2

}

= |Φ|2PH(|Φ|), (3.23)

em que na última igualdade definimos o polinômino do segundo grau

PH(x) := n(c − H2) − n(n − 2)
√

n(n − 1)
Hx +

1

p
x2. (3.24)

Notemos que o discriminante de PH é dado por

∆̃ =
(−n(n − 2)H
√

n(n − 1)

)2

− 4
1

p
n(c − H2)

=
n(n − 2)2H2

n − 1
− 4n(c − H2)

p

=
np(n − 2)2H2 − 4n(n − 1)(c − H2)

(n − 1)p

=
n

(n − 1)p

[

p(n − 2)2H2 − 4(n − 1)(c − H2)
]

=
n

(n − 1)p

[

(n − 2)2pH2 − 4(nc − nH2 − c + H2)
]

=
n

(n − 1)p

[

(n − 2)2pH2 − 4nc + 4nH2 + 4c − 4H2
]

=
n

(n − 1)p

[(

(n − 2)2p + 4(n − 1)
)

H2 − 4(n − 1)c
]

.

Logo, o discriminante de PH pode ser escrito como ∆̃ =
n

(n − 1)p
[m2H2 − 4(n− 1)c], em

que

m2 = (n − 2)2p + 4(n − 1).

Agora, passemos a analisar as três possibilidades para o sinal de ∆̃.

1. Se ∆̃ < 0, ou equivalentemente, se H2 < 4(n−1)c
m2 em Mn, então, PH(‖Φ‖) > 0 em

Mn e o lado direito de (3.23) é não-negativo. Como o operador L é elíptico e H

obtém seu máximo em Mn, segue que H é constante em Mn. Logo, temos que

|Φ|2PH(|Φ|) = 0 e, portanto, |Φ|2 = 0. Então, Mn é totalmente umbílica.
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De fato, para cada α consideremos a matriz diagonalizada hα
ij = λα

i δij. Pela Obser-

vação 1.4, temos

Hn+1 =
1

n

∑

i

hn+1
ii =

1

n

∑

i

λn+1
i = H e Hα =

1

n

∑

i

hα
ii =

1

n

∑

i

λα
i = 0, ∀α ≥ n+2.

Logo,

∑

α,i

(Hα − λα
i )2 =

∑

α,i

(

(Hα)2 − 2Hαλα
i + (λα

i )2
)

=
∑

α,i

(Hα)2 − 2
∑

α,i

Hαλα
i +

∑

α,i

(λα
i )2

= n
∑

α

(Hα)2 − 2Hn+1
∑

i

λn+1
i +

∑

α,i

(λα
i )2

= n(Hn+1)2 − 2Hn+1(nH) + ‖h‖2

= n(H)2 − 2H(nH) +
∑

α,i

(λα
i )2

= nH2 − 2nH2 + ‖h‖2

= ‖h‖2 − nH2

= |Φ|2,

em que na última igualdade utilizamos a relação (3.9). Como |Φ|2 = 0, concluímos

que Hα = λα
i ,∀α, i. Logo, para todo i temos

λα
i =

{

H se α = n + 1

0 se α > n + 1.

Como H é constante em Mn, segue que Mn é totalmente umbílica.

2. Agora, consideremos o caso em que ∆̃ = 0 ou de forma equivalente, suponha que

H2 = 4(n−1)c
m2 em Mn. Então, a única raiz de PH é dada por

s =

n(n − 2)
√

n(n − 1)
H

2
1

p

=
n(n − 2)
√

n(n − 1)
H

p

2
=

p

2

√

n2(n − 2)2

n(n − 1)

√

4(n − 1)c

m2

=
(n − 2)p

√
n
√

c

m
.
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Logo, PH(|Φ|) = (|Φ| − (n−2)p
√

nc
m

)2 ≥ 0 em Mn. Assim, novamente temos que

|Φ|2PH(|Φ|) = 0. Portanto, |Φ|2 = 0 em Mn e Mn é totalmente umbílica (como

anteriormente) ou PH(|Φ|) = 0. Se PH(|Φ|) = 0, como H é constante podemos

concluir que ocorrem as igualdades em (3.23), (3.21), (3.20), (3.19) e inclusive ocorre

a igualdade em (2.6) do Lema 2.6. Como ocorre a igualdade em (3.19), temos ‖µ‖2 =

‖h‖2 −nH2. Isso implica que ‖µ‖ = |Φ| e ‖τ‖ = 0 (pela relação (1.10)). Como en+1

é paralelo no fibrado normal T⊥(Mn) de Mn, usando o método de Yau (redução

da codimensão), concluímos que Mn está contida numa subvariedade totalmente

geodésica Sn+1
1 (c) de Sn+p

p (c). Como ocorre a igualdade no Lema 2.6, segue que Mn

tem (n − 1) curvaturas principais iguais e constantes. Como H é constante e as

curvaturas principais são constantes segue que Mn é isoparamétrica. Dessa forma,

segue que Mn é isométrica a um cilindro hiperbólico H1(sinh r)×Sn−1(cosh r) pelo

teorema da congruência em [1].

3. Para finalizar, consideremos o caso em que ∆̃ > 0 ou equivalentemente 4(n−1)c
m2 < H2.

Nesse caso, PH tem duas raízes reais B±
H(n, p,H) dadas por

B±
H(n, p,H) =

p

2

[ n(n − 2)
√

n(n − 1)
H ±

√

n

(n − 1)p
[m2H2 − 4(n − 1)c]

]

=
p

2

√
n√

n − 1

[

(n − 2)H ± 1√
p

√

m2H2 − 4(n − 1)c
]

.

Claramente, B+
H(n, p,H) é sempre positivo. Agora, notemos que B−

H(n, p,H) ≥ 0

se, e somente se, 4(n−1)c
m2 < H2 ≤ c. Por hipótese ‖h‖2 ≤ nH2 + (B−

H(n, p,H))2,

ou ‖h‖2 ≥ nH2 + (B+
H(n, p,H))2, em Mn. Então, |Φ| ≤ B−

H(n, p,H) ou |Φ| ≥
B+

H(n, p,H) em Mn devido (3.9). Portanto, temos que PH(|Φ|) ≥ 0 em Mn. Como

L é elíptico e H atinge seu máximo em Mn segue de (3.23) que H é constante em

Mn. Logo, temos |Φ|2PH(|Φ|) = 0. Então, |Φ|2 = 0 e Mn é totalmente umbílica

(como feito anteriormente) ou PH(|Φ|) = 0. Se PH(|Φ|) = 0, então,

|Φ| = B−
H(n, p,H) ou |Φ| = B+

H(n, p,H), (3.25)

em Mn. Se |Φ| = B−
H(n, p,H) = 0, então, |Φ|2 = 0 e, portanto, como feito anterior-

mente, concluímos que Mn é totalmente umbílica. Se |Φ| = B−
H(n, p,H) > 0,

ocorrem as igualdades em (3.23), (3.21), (3.20), (3.19) e inclusive ocorre a igualdade

em (2.6) do Lema 2.6. Utilizando os mesmos agumentos da prova no caso anterior,

concluímos que Mn é isométrica a um cilindro hiperbólico H1(sinh r)×Sn−1(cosh r).

Se |Φ| = B+
H(n, p,H)(> 0) também teremos que Mn é isométrica a um cilindro
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hiperbólico H1(sinh r) × Sn−1(cosh r). Isso encerra a demonstração do Teorema

Principal.
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